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RACUNALNISTVO

POSPLOSENI HANOJSKI STOLP

Hanojski stolp verjetno vefina bralcev fe pozna (slika spodaj). Vendar se v
prispevku ne bomo ukvarjali le z osnovno verzijo hanojskega stolpa, temveZ
bome nalogo nekelike posplodili,

Majprej pa nekaj uvodnih besed za tiste, ki se boste s tem stolpom
srefali prvif. Kot je razvidno z zgornje slike, hanojski stolp sestavljajo okrogle
plogZice razlignih velikosti, zloZene na polofaju z oznake A. Naloga zahteva,
da prestavimo stolp z n plo&Zicami na polofaj C, pri Zemer si lahko pomagamo
s pornoZnim poloZajem B. Pri prestavljanju pa moramo upoitevati naslednji
pravili:

1. na vsaki plo$fici lahke lefijo le manjie plodfice;

2. hkrati lahko prestavimo le po eno vrhnjo ploiEico.

Majprej poskusimo prestaviti stelp z majhnim Ztevilom ploitic, potem
pa 3tevilo ploific povefujmo. Pri veZjem Etevilu plo3iic izgubime pregled in
nalogi nismo vef kos brez papirja in svinEnika. Program, napisan v pascalu,
nam pomaga prestaviti stolp z veliko plo3Zicami:

program Hanajski_stolp;
var n: integer; { welikost stolpa }

procedure Prestaviizvor, pomoeni, cilj; char; n: integer);
{ Prestavi n plotic s polofaja izver na poletaf cilj, }
{ pri demer si pomaga s pomolnim polofajem pomozhi, |
begin
if n>0 then begin
Prestavi(izvor, cilj, pomozni, n-1);

writeln('Prestavi ploscico s polozaja 'izvor.' na polozaj “cil)’.');
Prestavi{pomozni, izver, cil), n-1);
end;
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begin { glavni program }
write("Vnesi velikost stolpa: '); readin(n);
Frestavi("A', 'B", 'C', n);

end.

NaZin refevanja naloge je rekurziven. Vidimo, da podprogram Prestavi
klite sam sebe, vendar z drugaZnimi parametri, Delovanje podprograma lahke

razlefime takole: E

A 8 c

Prestaviti Zelimo stolp z°n plo3Zicami s poloZaja A na polofaj C preko

pomoinega polofaja B; klic Prestavi('A', 'B', 'C’, n) v glavnem programu.

M —
A B £

To storimo takole: Najprej prestavimo stolp z n — 1 plo&icami na po-
moZni poloZaj; klic Prestavi(izver, cilj, pomozni, n-1) v podprogramu.

e

A =] C
Potem prestavimo spodnjo plo3Zico na ciljni poloZaj; izpis writeln( Pre-
stavi ploscico s polozaja ',izvor, na pelezaj '.cilj,'.’) v podpro-

gramu. é

A B c

Nazadnje stolp z n — 1 plo3Z&icami prestavimo s pomoZnega na ciljni
polofaj; klic Prestavi(pomozni, izvor, cilj, n-1) v podprogramu,

Premik stolpa z n — 1 plo§ficami seveda opravimo rekurzivno na enak
natin, le izvorni, ciljni in pomo¥ni poloZaj so drugafe razporejeni. Rekurzijo
kenZame, ke nam ni ve potrebno prestaviti nobene plogtice.

lzraZunajmo %e Stevilo potrebnih premikov za prestavitev stolpa n plo&éic.
OznaZimo to Stevile 2 N(n). |z podprograma Prestavi zlahka razberemo
N(1) = 1 in rekurzivno zvezo

an}: N(n—1}+l+N[n—l}=2-||'||'|:n—l:l+l.
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Tako je
N(n)=2-N(n=-1)+1=2-(2-N(n=2)+1) +1
=2-(2-(2-N(n=3)+1)+1)+1
=2-(2-(2- . -(2-(2-NOLD+1D+1)+ ..+ 1)+ 1) +1
=201 pom=24 4Bt 4+241=2"—1

Zadnjo enakost dobimo, Ze v zvezo a" — b" = (a— b)(a"" 1 + 2" 2b 4
+..+ab" 24 b"’l} vstavimo a = 2 in b = 1. To je tudi najmanj%e mo¥no
gtevilo premikov, kar se da lepo dokazati z matematino indukcijo.

Pa povefajmo Stevilo polofajev. Kako si lahko sedaj, z ve&jim Stevilom
pemeoZnih polofajev pomagame pri prestavljanju stolpa? Navedeni program
poiffe reditev, ki zaradi uporabe dodatnih pomoZnih polofajev potrebuje
precej manj premikov kot reditev, ki jo poisZe prejinji program.

program Posploseni_hanojski_stolp;
var

n: integer; { velikost stolpa }
k- integer; { skupno ftevilo palofajev }
izvor, cilj: integer; { zafetni in konéni polofaj |

function Pomeozni(i, izver, cilj: integer): integer;
{ Poifee ftevilko i-tega pomoZnega polofaja, }
{ Ze izvzamemo polofaja izver in cilj. }
begin

il i==izvor then ii=i41;

i i==cil] then i:=i+1;

if i=izvor then i:=i+1;

Pemozni:=i;
end;

procedure Prestavi(izvor, cil), n, k: integer);
E Prestavi n ploific s polofaja izver na pololaj cil), }
pri femer si pomaga 3 k-2 pomafnimi polofaji. }
var i, maxPom: integer:
begin
if n>0 then begin
Prestavi(izvor, Pomozni(l, izvor, cilj). n-(k-2), k);
if n<(k-2) then maxPom:=n else maxPom;=k-2;
for i:=2 to maxPom de
writeln( Prestavi ploscico $ polozaja 'izvor,” na polozaj ',
Poamozni(i.izvor,cil]),”.');
writeln{'F"rﬁta\ri ploscice s polozaja 'izvor,’ na polozaj ',c,il_j,'_'};
for i:=maxPom downto 2 do
writeln('Prestavi ploscico s polozaja ~ Pemaozni(i,izver cil]),
' na polezaj "))
Frestavi{ Pomozni(1, izver, cil]), <ilj, n-(k-2), k):
end;
end;
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begin { glavni program }
write[ Vnesi stevilo polozajev: '); readin(k);
write{ "Vinesi stevilko zacetnega polozaja: '); readinizvor);
write{ Vnesi stevilko koncnega polozaja: Ni readin{cilj):
write( "Vnesi velikost stolpa: '); readin{n);
Prestavi{izvor, cilj, n, k};

end.

PoloZaje ofteviltimo s Stevili od 1 do k. Funkcija Pomozni(i, izver,
c¢ilj) vrne Stevilko i-tega pomo¥nega polo¥aja. Ce je na primer izvor = 2,
cilj =4, potem z indeksom i takole naslovimo ostale, to je pomoZne, po-
loZaje:

izvor cilj
polefai 1 2 3 4 B . k-1 k
i 1 2 3 ... k-3 k-2

Spremenljivka maxPom v podprogramu Prestavi predstavlja najvedji
indeks pomoZnega poloaja, ki ga bome uporabili. Ce je ploZic manj kot je
vseh pomoinih polofajev (n < k — 2), potem je maxPom = n, sicer pa je
maxPeom =k — 2.

Delovanje podprograma Prestavi lahko prikalemo na podoben naéin
kot v prejénjem primeru.

0 1 2 3 &

Prestaviti Zelimo stolp z n plo¥ticami z izvora na cilj; klic
Prestavi{izvor,cilj.n.k)

v glavnem programu.

= =

0 1 2 3 4

To naredimo takole: Najprej prestavimo stolp z n—(k—2) plo¥&icami na
prvi pomolni poloZaj; klic Prestavi(izvor, Pomozni(1, izver, cilj),
n-(k-2), k) v padprogramu. Na zaZetnemn polo¥aju ostane %e k — 2 (oziro-
ma n, Ze je n < k — 2) plodZic.
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V drugem koraku na ostale pomoine polofaje (teh je ravno k — 3)
razporedimo po eno plodfico z izvora; zanka for 1:=2 to maxPom do
writeln('Prestavi ploscico s polozaja ',izvoer,' na polozaj ',
Pomozni(i,izvor,cilj),’.') v pedprogramu. Na zaZetnem polofaju

tako ostane le e ena plo%Zica, ciljni polofaj pa je 3¢ vedno prost.

Z izvora prestavimo najvefjo ploigico na cilj; izpis writeln('Prestavi
ploscico s polozaja ',izvor,' na polozaj ’,cilj,’.’') v pedpro-

= =,

0 1 2 3 i

Z ostalih pomoZnih polofajev v obratnem vrstnem redu prestavljamo
ploZtice na cilj; zanka for i:=maxPom downto 2 do writeln('Prestavi
ploscico s polozaja ' ,Pomozni(i,izver,cilj },'napolezaj *,cilj,
", ') v podprogramu.

0 1 2 3 &

Stolp s prvega pomoZnega polofaja prestavimo na cilj; klic Presta-
vi(Pomozni(1, izver, cilj), cilj, n-(k-2), k) v podprogramu.

Premik stolpa z n — (k — 2) plo¥icami zopet opravime na enak natin,
le da so izver, cilj in pomoZni poloZa] drugaZe razporejeni.

Pri vrednostih k = 3, izver = 1 in cilj = 3 je delovanje drugega
programa enako prvemu.
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PreZtejmo Ze Etevilo potez, ki jih potrebuje gornji program za refitev pas-
plo¥ene naloge hanojskega stolpa. Z nekaj sistematifnega dela, pri katerem
nam je rafunalnik v pomof, sestavimeo naslednjo tabele, v katers vpifemo
Ltevilo potez M(k, n) v odvisnosti od Btevila plotic n in Stevila poloZajev k:

mk| 34 5 6
1 1111
21 3333
3| 7565
4 15 9 7 7
5| 311311 9
6 | 63211513
7 [127 291917
8 | 255 45 27 21

Iz tabele lahko uganemo tele formule, ki veljajo za poljuben n:

n

i‘r
N(3.m)=) 21, N a)=) 292,
r=1

=1
NS =S ANV g gy = § gli42) div e

i=1 i=1

Z natantnim pregledom programa lahko razberemo tudi splofno formule,
ki velja za poljubna k in n

N{k, n) = i li+k—4)div (k-2)
i=1

= 2i+{n=1)divik=2)(k _ 34 (n—1)mod (k—2)) — (2k — 5).

e vstavimo k = 3, dobimo ravno 27 — 1.

Seveda se labko vpragamo, ali je postopek optimalen glede 3tevila potez,
ali pa mogofe obstaja postopek, s katerim bi prestavili stolp z manjim
Etevilom potez. Zal odgovora ne poznam,



Za konec pa Ze legenda, ki sem jo sli3al o hanojskem stolpu. Legenda
pravi, da je v Hanoju tempel), v katerem menihi prestavljajo stolp iz 68 ploddic.
Ko bodo stolp prestavili, naj bi bilo konec sveta. Poskusite oceniti, kdaj naj bi
do tega prilo. Koliko £asa pa bi potreboval izjemno hiter rafunalnik? Koliko
potez na sekunde bi moral narediti, da bi prestavil tak stelp v sto letih? Bo
to kdaj moZno?

Ciril Pezdir
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