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RESITVE NALOG

KOLIKO TRIKOTNIKOV - ReZitev iz P-XVII/f2

V P XVII-Z je Sandi KlavZar zastavil nalogo, kolike trikotnikov je na sliki 1.
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Shika 1. Kollko triketnlkev Je na Slika 2. Grafitna predstavitev
slikl? vsote prvlh 2 naravnih Stevil,

Majprej bomo nalogo posplodili, poiskali resitev sploZnejie naloge,
odgovor na zgornje vpra%anje pa potem ne bo tefak,

Trikotniku, ki ima za osnove # najmanj&ih trikotnikeov, bomo rekli a-
trikotnik. Na sliki 1 imamo torej 8-trikotnik. Splodnejsa naloge se sedaj
glasi: Kolike trikotnikov je v a-trikotniku? Preden zafnemo z refevanjem,
potrebujemo nekaj matematiZnega orodja. Vetina verjetno ve. da je vsota
prvih n naravnih tevil enaka

n(n + 1)

1 =
+24 .40 2

V veljavnost te identitete se lahko prepritamo tudi s pomotjo slike 2.
Potrebovali bomo $e vsoto kvadratov prvih m naravnih Stevil

nln+1){2n + 1)

124224 4a2= 5

Formulo dokaZfimo z matematitno indukeijo. Najprej poka¥imo, da velja
zan=1: : .
aln+1){20+1)  1{1+1)(21 +1) 5
6 - 6 -
Naj sedaj formula velja za (n — 1). Tedaj:
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124224+ 4 (n-1)2 402 =
(m—=1)n(2(n—1)+1) 5 (0% —n)(20—1) + 602
— - 6 + 0 = 3 m—
203430+ a(202+30+1)  a(n+1)(20+1)
- 6 & 6 - 6 =
Za krajii zapis vpeljimo %e sumacijski znak ¥ . Vsoto tevil aq, ag,
a3, ... #n bomo krajse zapisali kot 3>/, (a;] . torej velja

ﬂ

A +art..+ap= Z[ﬂ;]
=1

Seznaniti se moramo e z oklepaji [...]. s katerimi oznafujemo zaokro-
fevanje na prvo celo Stevilo navzdol, npr.; [r]= 3. Potrebovali jih bomo
pri celoStevilskem deljenju naravnega £tevila n z 2. kar bomo oznatili [#/2].
Velja

B n sod
L= { B1: plih
Kdor pozna programski jezik pascal, ve, da lahko izvede operacijo celogtevil-
skega deljenja z operatorjem div, v na%em primeru velja [n/2] = n div 2.

In sedaj k refevanju splogne naloge. Vse trikotnike razdelimo na dva
razreda. na pokontne trikotnike (tiste s horizontalno stranico spedaj) in
obrnjene.  PokonZnih 1-trikotnikov je v prvi vrsti . v drugi n — 1, v

tretji # — 2, ..., v predzadnji 2 in v zadnji 1. Vseh 1-trikotnikov je torej
ELI i= ﬂ[f‘;ﬂl_ Podobno predtejemo $e vse ostale trikotnike:
pokongni trikotniki obrnjeni trikotniki
1-trikotnikov 5':—":'27 1) 1-trikotnikoy in~21]n
2-trikotnikov IL;]ﬁ 2-trikotnikoy {n—3]2[n—2]
I-trikotnikov i”;ﬂéﬂl 3-trikotnikev tr-5){n-4)

4-trikotnikoy jﬂjﬁ(n;ﬂ 4-trikotnikov [.’ﬂ);”;ﬁl

k-trikotnikoyv w%&’f‘fﬂ k-trikotnikoy iﬂ—2k+1]2{n—2k+2}

{7 — 2)-trikotnikov 6 {[n/2] — 2)-trikotnikov { 155 g slud
(n — 1)-trikotnikov 3 . g gl g!.-;lgd
n-trikotnikoy 1 ([2/2] ~ 1)-trikotnikov { 11‘}' A lih

[n/2)-trikotnikoy {11 7 309
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Z N(n) oznatimo Stevilo trikotnikov v A-trikotniku.

(n/2]

"
N{"]=k§1{n"k+l};"_k+ﬂ+£ [n—2k+12{n—2k+_2_}:51+52
lzrafunajmo najpre] vsoto 5y
" n—k+1)n-k+2) 1<
slzg : =E£[n—k+1]{n—k+2}=

m
=% S (n? - 20k + 30+ k% -3k + 2) =
k=1

i L 3 ;WL C e

—_— 3 _ E: e 2 _ bR _

_2" I} k+2n +2 E k 22 k+n=
k=1 k=1 k=1

1 1 1 3 1
__n3_nn{n+ } 3,2 1o{n+1)(2n+1) 3n(n+ ]+

2 2 2 2 6 2 2
s dig.da i
-En +2n +3n
Z vsoto S5 je nekaj vet dela:
nje sod:
"1 2] (n—2k+1)(n — 2k +2)
52 =ZL’H.EJ' 7
| k=1
7 :l—_l[{n—1}n+[n—3]{n—2]+,,.+3-4+1-2]=

=%|1-2+3-4+5-6+...+{n—'3]ln—2]+{ﬂ—1l"l=

:%[{z-z—z]+[4-4-~-4}+{6-6—E}+-~~+

+ot((r=2)p-2)—(n-2))+(n-n—n)]=

1 nl2 a2 njz2
=3 ST(2K?2-2)=2> K-> k=
k=1 k=1 k=1

1 n.n n 1 n .1 1 1 1
S8 SR S diT A fopny=lpile 1
[ 3G+ + -5 5 (U= +gr - 5o
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A je lih;
(n-1)/2
(= 2k+1)[nak+2)
S5y = Z =
k=1 2
=%['[n- Vo4 (n-3)(n-2)+..+45+2.3]=

=%[2-3+4-5+e~-?+...+[n—?r][u—l*]+[n—ﬂ"l=

=%[[2.2+2]+{4-4+4]+[E-E+E]+...+
+ot((n=2(n-2) +(n=2)+(n-n+n)]=

[n—ljfz {n-1)/2 (n-1)f2
Z ([2)% + 2k) = 2 Z B+ Y k=
k=1
1 n—l n-1 n—-1.n-1
=afy- T R ] (T ) =
ol tat g, e A
Ea T
Po sektetju obeh vsot §q in 55 dobimo,
1 nd 4+ 2 n' + n' n sod

N(n) = {

+§n2+ n—%: n lih

Kdor zna iskati nitle polinomov, pa lahko rezultat pretvori v

[ Aalp+2) (20 +1); n sod
N["}_{glﬂﬂlizn’-ﬂn—n; n lih

In kongno 3tevilZni rezultat: A(8) = 170. MNa sliki 1 je torej 170
trikotnikov.

Cirtl Pezdir
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